
دوم بخش ‐ ͳکوانتوم اطلاعات نظریه

شریف ͳصنعت دانشΎاه ‐ Έفیزی دانش΋ده پور‐ ͳوحیدکریم

١۴٠۴ اردیبهشت ١۵

مقدمه ١

هستند: ها این ها جنبه این دارد. ͳکوانتوم اطلاعات نظریه در کلیدی نقش مختلف جنبه چهار از ١ نویمان فون آنتروپی که گفتیم گذشته درس در

کرد، فشرده را ͳکوانتوم اطلاعات توان ͳم که ͳمیزان درتعیین ‐ Έی

،ͳکوانتوم های حالت ͳدرهمتنیدگ اندازه تعیین در دو‐

قطعیت، عدم اصل برای جدیدی رابطه تعریف در ‐ سه

. ͳکوانتوم کانال Έی ظرفیت تعیین در و چهار‐

بالا های نقش ͳمعرف به که است رسیده آن وقت حالا پرداختیم. آن ͳریاض خواص کشف و نویمان فون آنتروپی ͳمعرف به ما گذشته درس در

نقش ͳبررس به درس این در کنیم. ͳم ͳبررس Έی به Έی جداگانه های بخش در را ها نقش این بفهمیم. را آنها ام΋ان حد تا کنیم ͳسع و بپردازیم

پردازیم. ͳم ͳکوانتوم های کانال ظرفیت تعریف ͳیعن چهارم نقش ͳبررس به آینده درس در پردازیم. ͳم سه و دو ،Έی گانه سه های

von Neumann Entropy١

١



خالص های حالت :ͳکوانتوم اطلاعات کردن فشرده ٢

صورت به M طول به هایی رشته که خواهند ͳم آلیس از ͳکوانتوم تکنولوژی پروژه Έی در که کنید فرض

|Φ⟩ = |ϕi1⟩ ⊗ |ϕi2⟩ ⊗ |ϕi3⟩ ⊗ · · · |ϕiM ⟩, (١)

آنها که این یا کند ذخیره ͳکوانتوم نقاط یا ها اسپین یا ها یون از شده تش΋یل ͳکوانتوم حافظه Έی در را دوبعدی، های کیوبیت از شده تش΋یل

آنزامبل از ͳΎهم ها کیوبیت این کند. ارسال جایی به فوتون صورت به را

Xq = {|ϕi⟩, pi, i = 1 · · ·n}

کیوبیت چند شامل دارد احتیاج آن به ها رشته این ذخیره برای آلیس که ای افزاری سخت حافظه که کنیم ͳم سوال خود از اند. شده انتخاب

آلیس که بار هر البته کند. استفاده ͳ΋فیزی کیوبیت تا M از بایست ͳم آلیس که رسد ͳم نظر به اول نگاه در است. (... اسپین، (یون، ͳ΋فیزی

معمولا ͳ΋فیزی های کیوبیت تهیه البته کند. استفاده ها کیوبیت همان از دوباره بعدی رشته کردن ذخیره برای تواند ͳم کند ͳم ͳخال را حافظه

بدون دارد ام΋ان آیا که افتد ͳم فکر به آلیس بنابراین کنند. تهیه را کیوبیت تا M نتوانند است مم΋ن ها آزمایشΎاه از ͳخیل است. دشوار بسیار

کند؟ جویی صرفه ͳ΋فیزی های کیوبیت تعداد در شود مرتکب زیادی خطای اینکه

΁پاس دارد. شانون اول قضیه با زیادی مشابهت ΁پاس این که است جالب و است ͳکوانتوم اطلاعات نظریه مهم نتایج از ͳ΋ی سوال این ΁پاس

که کرد ذخیره ͳ΋فیزی کیوبیت MS(ρ) از استفاده با تنها بزرگ بسیار های M ِ حد در را ها حالت از تایی M های رشته توان ͳم که است این

آن در

ρ =
∑
i

pi|ϕi⟩⟨ϕi|, (٢)

رشته این توان ͳم واقعا که بینیم ͳم است 0 ≤ S(ρ) ≤ 1 ها کیوبیت برای که آنجا از است. شده درست Xq آنزامبل از که است ای آمیخته حالت

آنگاه باشند، شده درست ( d بعد با های (حالت کیودیت از اولیه هایی رشته اگر کرد. ذخیره ͳ΋فیزی کیوبیت کمتری تعداد از استفاده با را ها

کیوبیت تعداد در که بینیم ͳم بازهم است، 0 ≤ S(ρ) ≤ log2 d که آنجا از و داریم ͳ΋فیزی کیوبیت MS(ρ) به احتیاج آنها ذخیره برای بازهم

شود. ͳم نامیده ٢ شوماخر سازی فشرده که است خالص های حالت سازی فشرده ͳاصل نتیجه گفتیم که آنچه ایم. کرده جویی صرفه ͳ΋فیزی های

Schummacher٢

٢



رشته تنها که کنیم ͳم ͳسع Έکلاسی حالت در دارد. Έکلاسی سازی فشرده به زیادی شباهت ͳکوانتوم حالت در سازی فشرده ͳاصل ایده ی

پر را هیلبرت فضای تمام کند ͳم تولید که را ها حالت از هایی رشته ͳکوانتوم منبع که بینیم ͳم ͳکوانتوم حالت در کنیم. کد را ٣ نمونه های

بتوان که شود ͳم باعث ͳویژگ همین .(١) ش΋ل ، گوییم ͳم ۴ نمونه زیرفضای آن به که اند کرده پر را کمتر بعد با زیرفضایی Έی بل΋ه اند نکرده

کرد. فشرده را خالص های حالت ͳکوانتوم اطلاعات اصطلاح به و کرد استفاده ها رشته این ارسال یا کردن ذخیره برای کمتری های کیوبیت از

⇤0
<latexit sha1_base64="iruEh4DRMXT3v8biwUoam+70MS4=">AAAB8nicbVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqsxUQZdFNy5cVLAPmA4lk8m0oZlkSDJCGfoZblwo4tavceffmLaz0NYDgcM555J7T5hypo3rfjultfWNza3ydmVnd2//oHp41NEyU4S2ieRS9UKsKWeCtg0znPZSRXESctoNx7czv/tElWZSPJpJSoMEDwWLGcHGSn7/3kYjPMjd6aBac+vuHGiVeAWpQYHWoPrVjyTJEioM4Vhr33NTE+RYGUY4nVb6maYpJmM8pL6lAidUB/l85Sk6s0qEYqnsEwbN1d8TOU60niShTSbYjPSyNxP/8/zMxNdBzkSaGSrI4qM448hINLsfRUxRYvjEEkwUs7siMsIKE2NbqtgSvOWTV0mnUfcu6o2Hy1rzpqijDCdwCufgwRU04Q5a0AYCEp7hFd4c47w4787HIlpyiplj+APn8wf+MJEQ</latexit>

dim(V ) = dM = 2M log2 d

dim(Λ0) ≈ 2MS(ρ)

کمتر بعد با فضایی زیر Έی در تقریبا بل΋ه کنند ͳنم پر را هیلبرت فضای تمام دارد اختیار در آلیس که ضربی خالص های حالت رشته :١ ش΋ل

ͳکوانتوم اطلاعات بتوانیم که شود ͳم باعث ͳویژگ همین شود. ͳم تر دقیق و تر دقیق تقریب این باشد، بیشتر ها رشته طول که چه هر دارند. قرار

کنیم. فشرده را

ͳکوانتوم های حالت سازی فشرده برای اولیه تلاش Έی ٢ . ١

طول به های رشته خواهد ͳم آلیس بپردازیم. مثال چند ͳبررس به نخست است بهتر کنیم آماده ͳکل ΁پاس و نهایی اثبات برای را خود اینکه برای

رشته هر آلیس که است این رسد ͳم نظر به که کاری بهترین اول نگاه در دارد. ͳ΋فیزی کیوبیت تا K تعداد فقط اما کند. ذخیره جایی در را M

Typical Strings٣

Typical Subspace۴
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مثل تایی M

|ΦIM ⟩ ≡ |Φi1,···iM ⟩ = |ϕi1⟩|ϕi2⟩ · · · |ϕiM ⟩

تایی K رشته Έی به کند، ͳم انتخاب آنزامبل این از که

|ΦIK ⟩ ≡ |Φi1,···iK ⟩ = |ϕi1⟩|ϕi2⟩ · · · |ϕiK ⟩

تشابه که نحوی به کند الصاق رشته این به تایی M −K رشته Έی تواند ͳم بود لازم که وقت هر کند. ذخیره را رشته همین فقط و کند قط΄

به را |λ⟩ تایی M −K رشته Έی آلیس سازی ذخیره پایان در که کنید فرض برسد. خود بیشینه مقدار به شده فرستاده حالت با ͳدریافت حالت

مقدار حداکثر به اولیه حالت با نهایی حالت تشابه که کنیم تعیین چنان را |λ⟩ حالت خواهیم ͳم کند. اضافه خود شده ضبط ͳدریافت رشته انتهای

با: بود خواهد برابر اولیه حالت با نهایی حالت هر تشابه که دانیم ͳم برسد. مم΋ن

F (i1, · · · iM ) := |⟨Φi1,···iM |Φi1,···iK ⟩ ⊗ |λ⟩|2 = |⟨ΦiK+1,iK+2,···iM |λ⟩|2 (٣)

با: است برابر کند ͳم دریافت باب که هایی حالت با فرستد ͳم آلیس که هایی حالت تشابه متوسط طور به

F =
∑

i1,i2,···in

Pi1Pi2 · · ·PiMF (i1, · · · iM )

=
∑

i1,i2,···iM

Pi1 , Pi2 , · · ·PiM |⟨ΦiK+1,iK+2,···iM |λ⟩|2

=
∑

i1,i2,···iM

Pi1 , Pi2 , · · ·PiM |⟨ϕiK+1
|⟨ϕiK+2

|, · · · ⟨ϕiM |λ⟩|2

= ⟨λ|ρ⊗(M−K)|λ⟩ (۴)

ͳیعن شود.، ͳم تعریف آلیس دست در آنزامبل توسط که است ای ͳالΎچ ماتریس ρ آن در که

ρ =
∑
i

Pi|ϕi⟩⟨ϕi|. (۵)

شناسند. ͳم را آنزامبل این دو هر دهد) ͳم قرار استفاده مورد را شده ذخیره حالت نهایتا که ͳکس) باب و آلیس که است این بر فرض همواره البته

ͳنوع چه از ها پیام که دانند ͳم کنند ͳم استفاده کانال Έی از که ای گیرنده و فرستنده همواره است. برقرار هم Έکلاسی مخابرات در فرض این

کند الصاق ͳدریافت های حالت به تواند ͳم باب که ͳحالت بهترین که شود ͳم معلوم رابطه این از ندارند. خاص پیام Έی از ͳاطلاع چه اگر هستند

زیر: حالت جز نیست چیزی حالت این و است ρ⊗(M−K) حالت ویژه

|λ⟩ = |λ⟩⊗(M−K). (۶)

۴



آید ͳم بدست سازی فشرده نوع این از که ͳتشابه بیشینه ترتیب این به است. مقدار ویژه بزرگترین با ρ ͳالΎچ ماتریس حالت ویژه |λ⟩ آن در که

با: است برابر

Fmax = λM−K , (٧)

میانگین مشابهت مقدار باشد، کمتر M از K چقدر هر که است معلوم ترتیب این به است. ρ ͳالΎچ ماتریس مقدار ویژه بزرگترین λ آن در که

از تنها آنزامبل که است این معنای به که چرا هست هم انتظار مورد نتیجه این و بود خواهد Έی میانگین تشابه باشد، Έی λ اگر آید. ͳم تر پایین

ای نمونه زیر مثال بود. خواهد تر بزرگ نیز متوسط تشابه باشد تر Έنزدی Έی به مقدار ویژه این که چه هر شده. تش΋یل خالص حالت نوع Έی

دهد. ͳم بدست را سازی فشرده این اثر در شده ایجاد خطای مقدار از

دارد زیر ش΋ل به خالص های حالت از ͳآنزامبل آلیس که کنید فرض مثال: n

E = {|x⟩, |z⟩}, (٨)

آنزامبل دراین 1/2 احتمال با نیز ها حالت ازاین هرکدام و هستند z و x راستاهای در اسپین مثبت های حالت ویژه |z⟩ و |x⟩ آن در که

را حالت شد، گفته که ͳطریق به باب و فرست ͳم دوتایی رشته Έی تایی ٣ رشته جای به آلیس که ͳوقت را متوسط شباهت شده اند. وارد

آورید. بدست کند ͳم بازسازی

با است برابر کیوبیت Έی ͳالΎچ ماتریس حل: n

ρ =
1

2
(|x⟩⟨x|+ |z⟩⟨z|) = 1

4

 3 1

1 1

 . (٩)

با: است برابر ͳالΎچ ماتریس این مقدارهای ویژه

λ0 =
1

2
(1 +

1√
2
) ≡ cos2

π

8
= 0.853, λ1 =

1

2
(1− 1√

2
) ≡ sin2

π

8
= 0.147. (١٠)

از: عبارتند مقدار ویژه دو این به مربوط بردارهای ویژه

|0⟩ =

 cos π
8

sin π
8

 |0⟩ =

 − sin π
8

cos π
8

 (١١)

0.853. با است برابر روش این با تشابه بیشینه بنابراین

۵



بردارهای ویژه و مقدارها ویژه بلوخ کره در ͳهندس تصور از استفاده با و ͳپاوول های ماتریس حسب بر ͳالΎچ ماتریس نوشتن با تمرین. n

آورید. بدست را فوق

کند، ذخیره را ͳکیوبیت سه های رشته خواهد ͳم ͳول دارد اختیار در کوبیت دو تنها آلیس که ͳوقت ͳیعن مثال، همین در که دهیم ͳم نشان حال

ͳبررس از پس دارد. بر در را شوماخر ͳکوانتوم سازی فشرده ͳاصل ایده کنیم ͳم بیان که بهتر حل راه این داشت. خواهد اختیار در بهتری حل راه

بپردازیم. ͳکل حالت به توانیم ͳم ͳراحت به ͳاصل ی ایده درک و مثال این

از منظور جا این در بفرستد. باب برای را آنها خواهد ͳم و دارد دست در را |x⟩ یا |z⟩ های حالت دو از ͳ΋ی آلیس که کنید فرض تمرین: n

هستند. xو z راستای در ͳپاوول عملΎرهای مثبت های حالت ویژه ترتیب به |x⟩ و |z⟩

که ͳخالص حالت بهترین شوند، گم ها حالت این راه بین در و بفرستد باب برای مساوی های احتمال با را ها حالت این آلیس اگر الف:

ͳثالث شخص برای را شده دریافت حالت که بوده قرار باب که کنید فرض است. ͳحالت چه ببرد کار به جایΎزین عنوان به تواند ͳم باب

کند. ایجاد دیΎری هرکاربرد یا محاسبه روند در را اختلال کمترین که بفرستد ͳحالت شده گم حالت جای به خواهد ͳم و بفرستد

بود؟ خواهد چه الف قسمت سوال ΁پاس بفرستد زیر احتمالات با را ها حالت این آلیس اگر ب:

P (z) = 3/4, P (x) = 1/4

ͳم باب برای مساوی احتمال با را ها آن از هرکدام و دارد دست در را |x, x⟩ یا |z, z⟩ های حالت دو از ͳ΋ی آلیس که کنید فرض تمرین: n

است. ͳحالت چه ب΋ند شده ارسال حالت جایΎزین تواند ͳم باب که ͳخالص حالت بهترین شوند، گم ها حالت این راه بین در اگر فرستد.

ساده مثال Έی با ͳاصل ایده شوماخر، سازی فشرده ٢ . ٢

روی گیری اندازه Έی نخست آلیس است. مثبت دید، خواهیم چنانچه سوال این ΁پاس هست؟ سازی فشرده برای هم بهتری راه آیا بالا مثال در

ویژه پایه ͳیعن {|0⟩, |1⟩} پایه در گیری اندازه Έی کیوبیت Έی روی اگر است. چنین گیری اندازه این منطق . دهد ͳم انجام اش ͳدریافت حالت

سه های رشته آلیس ͳول .|1⟩ تا شود ͳم تصویر |0⟩ روی بیشتر احتمال با آید ͳم بدست که ͳحالت مسلما دهد، انجام ͳالΎچ ماتریس بردارهای

توجه با دانیم ͳم کند. ͳم تقسیم نامحتمل و محتمل زیرفضای دو به را تایی سه رشته ی Έی هیلبرت فضای آلیس بنابراین کند. ͳم دریافت تایی

کنیم: ͳم تعریف چنین را (Λ1) نامحتمل و (Λ0) محتمل زیرفضاهای کردیم، اشاره آن به بالا در که آنچه به

Λ0 = Span{|000⟩, |001⟩, |010⟩, |100⟩}, Λ1 = Λ⊥
0 = Span{|111⟩, |110⟩, |101⟩, |011⟩}. (١٢)

۶



آلیس دیΎر عبارت به محتمل. نا یا است محتمل رشته Έی رشته این آیا که ببیند و کند گیری اندازه را ورودی رشته هر بایست ͳم آلیس

عملΎرهای با تصویری گیری اندازه Έی است {|xxx⟩, |xxz⟩, · · · |zzz⟩} ورودی حالت هشت از ͳ΋ی که ورودی رشته هر روی بایست ͳم

تصویری

P0 = |000⟩⟨000|+ |001⟩⟨001|+ |010⟩⟨010|+ |100⟩⟨100|,

P1 = |111⟩⟨111|+ |110⟩⟨110|+ |101⟩⟨101|+ |011⟩⟨011|, (١٣)

dim(V ) = 23 = 8
<latexit sha1_base64="7DgdWJrS3DO09Wm40LGjHZNPNHo=">AAAB83icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBahXkrSCvZSKHrxWMF+QBvLZrNpl+4mYXcjlNC/4cWDIl79M978N27bHLT1wcDjvRlm5nkxZ0rb9reV29jc2t7J7xb29g8Oj4rHJx0VJZLQNol4JHseVpSzkLY105z2Ykmx8DjtepPbud99olKxKHzQ05i6Ao9CFjCCtZEGPhPlzmWj+lhr1IfFkl2xF0DrxMlICTK0hsWvgR+RRNBQE46V6jt2rN0US80Ip7PCIFE0xmSCR7RvaIgFVW66uHmGLozioyCSpkKNFurviRQLpabCM50C67Fa9ebif14/0UHdTVkYJ5qGZLkoSDjSEZoHgHwmKdF8aggmkplbERljiYk2MRVMCM7qy+ukU604tUr1/qrUvMniyMMZnEMZHLiGJtxBC9pAIIZneIU3K7FerHfrY9mas7KZU/gD6/MH6xSQTA==</latexit>

⇤0
<latexit sha1_base64="iruEh4DRMXT3v8biwUoam+70MS4=">AAAB8nicbVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqsxUQZdFNy5cVLAPmA4lk8m0oZlkSDJCGfoZblwo4tavceffmLaz0NYDgcM555J7T5hypo3rfjultfWNza3ydmVnd2//oHp41NEyU4S2ieRS9UKsKWeCtg0znPZSRXESctoNx7czv/tElWZSPJpJSoMEDwWLGcHGSn7/3kYjPMjd6aBac+vuHGiVeAWpQYHWoPrVjyTJEioM4Vhr33NTE+RYGUY4nVb6maYpJmM8pL6lAidUB/l85Sk6s0qEYqnsEwbN1d8TOU60niShTSbYjPSyNxP/8/zMxNdBzkSaGSrI4qM448hINLsfRUxRYvjEEkwUs7siMsIKE2NbqtgSvOWTV0mnUfcu6o2Hy1rzpqijDCdwCufgwRU04Q5a0AYCEp7hFd4c47w4787HIlpyiplj+APn8wf+MJEQ</latexit>

|Φ⟩

|Φ0⟩|Φ1⟩

ͳم اتفاق زیاد احتمال با کار این کند. ͳم تصویر محتمل زیرفضای روی به را تایی سه های حالت گیری اندازه Έی با نخست آلیس :٢ ش΋ل

شوند. ͳم تصویر نامحتمل زیرفضای به ها حالت نیز ͳکم ͳخیل احتمال با افتد.

با: است برابر احتمال این است؟ چقدر بیفتد محتمل زیرفضای روی آلیس تایی سه حالت Έی اینکه احتمال متوسط طور به

Tr(E0ρ
⊗3) = λ30 + 3λ20λ1 = 0.9419 (١۴)

به حالت Έی زیاد احتمال با که است ͳطبیع .0.0581 با: است برابر نیفتد زیرفضا این روی تایی سه حالت Έی اینکه احتمال متوسط طور به و

کل از Λ0 ͳیعن بعدی دو زیرفضای Έی در شده تصویر حالت نامحتمل. زیرفضای به ͳکم ͳخیل احتمال با و شود ͳم تصویر محتمل زیرفضای
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با: است برابر حالت این دارد. قرار فضا

|Φ0⟩ =
E0|Φ⟩√
⟨Φ|E0|Φ⟩

. (١۵)

به بچرخاند V0 مثل دوبعدی زیرفضای Έی به را شده تصویر بردارهای تمام نتیجه در و زیرفضا این تواند ͳم U مثل ͳان΋ریΎعمل Έی با آلیس

تصویر از پس |Φ⟩ مثل ͳحالت هر بنابراین باشد. |ν⟩ مثل ثابت و مشخص کیوبیت Έی اش سوم کیوبیت V0 بعدی دو زیرفضای این که نحوی

افزودن با باب مقصد در بفرستد. باب به را |ϕ0⟩ ͳکیوبیت دو حالت که است ͳکاف آلیس آید. ͳم در |ϕ0⟩|ν⟩ صورت به ͳان΋ی عمل از پس و کردن

اند. شده داده نشان (٣) ش΋ل در مراحل این کند. ͳم بازیابی را |Φ0⟩ حالت U−1 عملΎر اعمال و |ϕ0⟩ حالت به |ν⟩ شده شناخته حالت

|Φ⟩

E0, E1
|Φ0⟩

|Φ1⟩

U |ϕ0⟩ |ϕ0⟩ U−1

|v⟩
⊗ ⊗

|v⟩

|Φ0⟩

Noiseless Channel

Alice Bob

در است. ͳکیوبیت دو حالت Έی |ϕ0⟩ و ͳکیوبیت سه حالت Έی |Φ⟩ کردیم، ذکر که ای ساده مثال در شوماخر. سازی فشرده مراحل :٣ ش΋ل

است. ͳکیوبیت MS(ρ) حالت Έی |ϕ0⟩ و ͳکیوبیت M log2 d حالت Έی |Φ⟩ ͳکل حالت

ͳبعض در البته دارد. زیادی شباهت آن با ͳول نیست اولیه حالت همان دقیقا البته که است اولیه فضای در ͳکیوبیت سه حالت Έی حالت این
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این در فرستد. ͳنم باب به چیزی صورت این در که کند ͳم تصویر نامحتمل زیرفضای به را اش حالت ͳکم احتمال با البته آلیس هم مواق΄

ͳحالت چنین برای نامزد بهترین البته و کند تهیه فرستاده برایش آلیس که ͳحالت بجای را ͳکیوبیت سه حالت Έی خودش تواند ͳم باب مواق΄

احتمال با یا رسد ͳم باب دست به |Φ0⟩ صورت به ⟨Φ|E0|Φ⟩ احتمال با |Φ⟩ مثل حالت Έی ترتیب این به است. |λ0⟩⊗3 ͳکیوبیت سه حالت

ͳحالت زیر صورت به (١۵) معادله از |Φ0⟩ حالت ش΋ل به توجه با و ترتیب این به کند. ͳم جایΎزین |λ0⟩⊗3 مثل ͳحالت باب 1− ⟨Φ|E0|Φ⟩

با: است برابر رسد ͳم باب دست به که

ρB = E0|Φ⟩⟨Φ|E0 + (1− ⟨Φ|E0|Φ⟩)(|λ0⟩⟨λ0|)⊗3 (١۶)

با: است برابر شباهت این است؟ چقدر آلیس از ͳارسال های حالت با باب ͳدریافت های حالت متوسط شباهت

F =
∑
Φ

PΦ⟨Φ|ρB |Φ⟩ =
∑
Φ

PΦ|⟨Φ|E0|Φ⟩|2 + PΦ(1− ⟨Φ|E0|Φ⟩)⟨Φ|(|λ0⟩⟨λ0|)⊗3|Φ⟩. (١٧)

که دانیم ͳم شود. ͳم زده جم΄ |Φ⟩ ∈ {|xxx⟩, |xxz⟩, · · · |zzz⟩} های حالت همه روی بالا عبارت در

⟨Φ|E0|Φ⟩ = cos6
π

8
+ 3 cos4

π

8
sin2

π

8
=

15

16
= 0.9419,

⟨Φ|I − E0|Φ⟩ =
1

16
= 0.0581,

⟨Φ|000⟩⟨000|Φ⟩ = cos3
π

8
= 0.6274. (١٨)

آوریم ͳم بدست بنابراین

F = 0.9236. (١٩)

محاسبات، ͳسادگ برای کردیم ذکر که ͳمثال در کند. پیدا دست 0.9236 اندازه به ͳمشابهت به کیوبیت ٢ ارسال با تنها توانسته است آلیس ترتیب بدین

ͳکل حالت در که باشیم داشته توجه باید داشتند. مساوی مقدار E0 گر تصویر روی ها |Φ⟩ همه که بودند شده انتخاب طوری آنزامبل های حالت

نشان و پردازیم ͳم ͳکل حالت به بعد بخش در بود. مفید خاص مثال این مورد در عددی و مشخص محاسبات برای ͳسادگ این ͳول نیست. چنین

بحث البته کند. پیدا دست Έی به Έنزدی ͳکاف اندازه به های مشابهت به ͳطولان های کیوبیت رشته ارسال با تواند ͳم واقعاً آلیس که داد خواهیم

کرد. خواهیم دنبال خاص مثال این قالب در نه و ͳکل صورت به را خود

3 های رشته بتواند تنها ͳول کند دریافت تایی 5 های کیوبیت ایم کرده مطالعه کنون تا که ͳآنزامبل همین از آلیس که کنید فرض تمرین: n

بفرستد. باب برای ͳکیوبیت
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های حالت با رسد ͳم باب دست به که هایی حالت متوسط فیدلیته بود. خواهد چه صورت این در باب و آلیس استراتژی بهترین الف:

است؟ چقدر است کرده دریافت آلیس که ای اولیه

بود. خواهد چه الف سوال ΁پاس بفرستد باب برای کیوبیت 5 بتواند تنها آلیس و باشد 7 ͳدریافت های رشته طول اگر ب:

ͳکل حالت شوماخر: سازی فشرده ٢ . ٣

ͳاصل ایده بر ͳمتک نیز روش این دید خواهیم که همانطور دارد. وجود ق فو روش از بهتر ای سازی فشرده که دهیم نشان خواهیم ͳم بخش این در

حالت در که قضایایی همان به اتکای با توان ͳم را ͳکوانتوم سازی فشرده این به مربوط های استدلال از بسیاری بنابراین است. نمونه های رشته

که را ͳکوانتوم های حالت سازی فشرده ͳاصل ایده که کنیم ͳم ͳسع فقط و کنیم ͳنم را کار این ما البته کرد. مح΋م و دقیق داشتیم Έکلاسی

صورت به ها کیوبیت از خالص های حالت از آنزامبل Έی آلیس که کنیم ͳم فرض دهیم. توضیح را است شده ابداع ۵ شوماخر بنجامین توسط

دارد. دراختیار {|ϕi⟩, pi, i = 1, 2, · · ·n}

اینجا در ببریم. پیش را استدلال و است {|x⟩, |z⟩} دوتایی ساده آنزامبل همان آلیس آنزامبل که کنیم فرض توانستیم ͳم واق΄ در n

بعدی d های حالت کیوبیت دوبعدی های حالت جای به که کنیم فرض توانستیم ͳم چنین هم ایم. گرفته تر ͳکل را آنزامبل

کرد. نخواهند ایجاد استدلال در ͳاساس تغییر هیچ΋دام اینها باشیم. داشته کیودیت

با است برابر حالت Έی ͳالΎچ ماتریس

ρ =
∑
i

pi|ϕi⟩⟨ϕi|. (٢٠)

مثل فوق های حالت از n طول به ای رشته خواهد ͳم آلیس که است این مسئله بازهم . 2 با است برابر ρ ِ ماتریس بعد

|Φx⟩ := |ϕx1
⟩|ϕx2

⟩|ϕx3
⟩ · · · |ϕxM

⟩, xi ∈ {1, 2, · · ·M}. (٢١)

دلیل به ͳول بفرستد. باب به Έی تشابه با را ها حالت این تواند ͳم باشد داشته اختیار در ͳکیوبیت تک کانال n آلیس اگر بفرستد. باب برای را

این مم΋ن نحو بهترین به خواهد ͳم (ͳکوانتوم های حافظه بودن گران یا ͳکوانتوم های کانال بودن (گران اش ͳآزمایش ام΋انات بودن محدود

Benjamin Schumacher۵
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اولیه حالت با را شباهت بیشترین ( باب توسط آن بازسازی از (پس رسد ͳم باب دست به که ͳحالت هر نهایتا که طوری کند فشرده را ها حالت

شود ͳم ارسال Px := px1
px2

· · · pxM
ِ احتمال با ای رشته چنین هر ناپذیرند. تمیز هم از فوق های رشته که کنیم ͳم دقت باشد. داشته آلیس

با است برابر ها رشته این ͳالΎچ ماتریس و

ρ(n) =
∑
x

Px|Φx⟩⟨Φx| = ρ⊗M . (٢٢)

ماتریس دیدیم. ͳقبل بخش مثال در که آنچه سرراست تعمیم جز نیستند چیزی اعمال این تمام و کند ͳم عمل زیر ترتیب به آلیس کار این برای

است. |1⟩ و |0⟩ مقدارِ ویژه دو دارای ρ ͳالΎچ

ρ|0⟩ = λ0|0⟩, ρ|1⟩ = λ1|1⟩. (٢٣)

بدست 1 مقدارِ λ1 = ⟨1|ρ|1⟩ احتمال با و 0 مقدارِ λ0 = ⟨0|ρ|0⟩ احتمال با کنیم گیری اندازه خودش های پایه در را ρ ͳالΎچ ماتریس اگر

از: عبارتند ρ(n) بردارهای ویژه و مقدارها ویژه چنین هم آمد. خواهد

ρ(M)|s1s2 · · · sn⟩ = λs1λs2 · · ·λsM |s1s2 · · · sM ⟩, si ∈ {0, 1}. (٢۴)

ای رشته درچنین .λs1λs2 · · ·λsM با است برابر |s1s2 · · · sM ⟩ رشته ی آوردن بدست احتمال کنیم گیری اندازه خودش های پایه در را ρ(n) اگر

.M1 =Mλ1 M0و =Mλ0 با است برابر مقادیر این متوسط که است ΀واض دهیم. ͳم M1نشان با را ها 1 تعدادِ M0و با را ها 0 تعدادِ متوسط

جاروب |s1s2 · · · sM ⟩ بردارهای ویژه از دسته آن توسط که است زیرفضایی آن محتمل زیرفضای که بΎوییم توانیم ͳم صفرم تقریب در بنابراین

دهیم قرار ͳیعن .Mλ1 و Mλ0 با برابرند ترتیب به هایشان 1 و ها 0 تعدادِ که شود ͳم

Λtypical := Span{|s1s2 · · · sM ⟩, M0 =Mλ0, M1 =Mλ1}. (٢۵)

با است برابر آن ΁پاس چقدراست؟ محتمل زیرفضای این بعد ͳیعن بردارهایی چنین تعداد

Dim(Λtypical) =

 M

Mλ0

 = 2MS(ρ), (٢۶)

رابطه ی و استرلینگ تقریب از درآن که

S(ρ) = −λ0 log2 λ0 − λ1 log λ1, (٢٧)

١١



΁پاس چقدراست؟ ͳالΎچ عملΎر برای آن مقدارِ ویژه بΎیریم، نظر در را Λtypical ͳیعن نمونه زیرفضای به متعلق بردار Έی اگر کرده ایم. استفاده

با برابراست

ρ|v⟩ = λMλ0
0 λMλ1

1 |v⟩ = 2Mλ0 log λ0+Mλ1 log λ1 |v⟩ = 2−MS(ρ)|v⟩. (٢٨)

جاروب 2−MS(ρ) مقدارِ ویژه با بردارهای تمام توسط که است زیرفضایی که کنیم تعریف صورت این به را نمونه فضای زیر توانیم ͳم بنابراین

ͳیعن ، دهیم ͳم نشان E با را Λtypical فضای روی تصویر عملΎرِ شود. ͳم

E :=
∑

v∈Λtypical

|v⟩⟨v|. (٢٩)

با بود خواهد برابر کند تصویر Λtypical ͳیعن نمونه فضای زیر به را آن حالت Έی گیری اندازه که این احتمال ͳتعریف چنین با

Ptypical = tr(ρE) =
∑

i∈typical

µi = 2MS(ρ) × 2−MS(ρ) = 1, (٣٠)

نتیجه این البته کرد. خواهد تصویر نمونه فضای زیر به را رشته Έی حالت حتماً Έی احتمال با گیری اندازه نوع هر که معناست این به که

که ترتیبی و دلیل همان به ͳول نمونه است. فضای زیر از ما محدود ͳخیل تعریف از ͳناش ͳچنن هم و است درست بزرگ بسیار های M حدِ در

گیری آسان ͳکم با را نمونه فضای زیر تعریف توانیم ͳم هم جا دراین کردیم، تعریف گیری آسان ͳکم با را نمونه رشته های Έکلاسی حالت در

که: ترتیب این به کنیم تعریف

Λtypical := Span{|v⟩ | 2−M(S(ρ)+δ) < λ(v) < 2−M(S(ρ)−δ)} (٣١)

شود ͳم تعدیل زیر صورت به ٣٠ رابطه ی تعریف این با

1− ϵ ≤ tr(ρE) ≤ 1. (٣٢)

ͳخیل استدلال جاده از ما درس از قسمت (دراین . کنیم اختیار Έکوچ خواهیم ͳم که هرچقدر را ϵ مقدار توانیم ͳم M گرفتن تر بزرگ با

اثبات به که است ͳکاف کار این برای کند. اثبات دقیق طور به تواند ͳم علاقمند خواننده ی گوییم، ͳم که را مطالبی ͳول دورافتاده ایم ͳکم دقیق

کند.) رجوع آوردیم بدست Έکلاسی اطلاعات نظریه درس در که هایی نامساوی
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Έی وی نخست کند. ͳم عمل زیر ترتیب به |Φx⟩ ِ مثل دلخواه رشته Έی کردن کد برای آلیس دیدیم ͳقبل قسمت در که ͳمثال با مطابق حال

زیر روی ⟨Φx|E|Φx⟩ احتمال با وی حالت آورد، ͳم بدست را E نتیجه وی که ͳوقت دهد. ͳم انجام {E, 1−E} تصویرگرهای با گیری اندازه

حالت که کند استفاده U مثل ͳان΋ی عملΎر Έی از تواند ͳم وی سپس .2MS(ρ) با است برابر فضا زیر این بعد شود. ͳم تصویر نمونه فضای

: که نحوی به بچرخاند مناسبی طرز به را فضا این های

U : |Φx⟩ −→ |ϕx⟩ ⊗ |v⟩⊗M(1−S(ρ), if |Φx⟩ ∈ Λtypical. (٣٣)

پس است. ͳکیوبیت MS(ρ) فضای در حالت Έی |ϕx⟩ که کنید دقت کند. ͳنم مخابره را آن آلیس زیرا ندارد، ͳاهمیت چیست |v⟩ حالت که این

U−1 عملΎر و کرده اضافه شده دریافت حالت به را |v⟩⊗N(1−S(ρ) حالت باب سپس فرستد. ͳم باب به را |ϕx⟩ ِ حالت تنها آلیس کار این از

هر توانند ͳم باب و آلیس آورد، ͳم بدست 1−E نتیجه آلیس که ͳوقت اما بیاورد. بدست را |Φx⟩ حالت تا کند ͳم اعمال شده ایجاد حالت به را

است این باب و آلیس روش نتیجه که کنید فرض دهد، ͳم رخ tr(ρ⊗M (1−E)) کم̮ ͳخیل احتمال با که مورد این در دهند. انجام دیΎری کار

که است این ͳکل نتیجه بنابراین رسد. ͳم باب دست به |χx⟩ مثل دلبخواه حالت Έی که

ρBx = E|Φx⟩⟨Φx|E + ⟨Φx|I − E|Φx⟩|χx⟩⟨χx|. (٣۴)

کنید. ثابت را بالا رابطه ͳدرست تمرین:  n

کنیم: ͳم محاسبه را متوسط تشابه حال

F =
∑
x

Px⟨Φx|ρBob
x |Φx⟩

=
∑
x

Px⟨Φx|E|Φx⟩⟨Φx|E|Φx⟩+
∑
x

Px⟨Φx|1− E|Φx⟩⟨Φx|χx⟩⟨χx|Φx⟩

≥
∑
x

Px∥E|Φx⟩∥4. (٣۵)

E که ایم کرده استفاده این از هم آخر سطر در و است مثبت عبارت Έی دوم جمله که ایم کرده استفاده موضوع این از فوق رابطه از دوم سطر در

ͳم نتیجه ،x2 ≥ 2x− 1 یا (x− 1)2 ≥ 0 نامساوی از استفاده با اما کرد. جایΎزین E2 با را E توان ͳم بنابراین و است تصویری عملΎر Έی

که گیریم

F ≥
∑
x

Px

(
2∥E|Φx⟩∥2 − 1

)
=

∑
x

2Px⟨Φx|E|Φx⟩ − 1 = 2tr(Eρ)− 1 ≥ 2(1− ϵ)− 1 = 1− 2ϵ. (٣۶)
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مشابهت با را ρ⊗M آنزامبل از ͳکیوبیت M های رشته در موجود اطلاعات توان ͳم کیوبیت MS(ρ) تنها ارسال با که داده ایم نشان ترتیب این به

اطلاعات که گوید ͳم قضیه این بهتر عبارت به است. ͳکوانتوم حالت به شانون اول قضیه تعمیم نتیجه این کرد. ارسال 1 به Έنزدی هرچقدر

ͳآنزامبل برای نتیجه این است. کیوبیت MS(ρ) اندازه به ، شوند ͳم ساخته ͳکوانتوم الفبای یا آنزامبل این از که ͳکیوبیت M های رشته در موجود

مثل آمیخته های حالت از

Xq := {|ψi⟩, pi}

مثل ها حالت این از M طول به ای رشته ͳیعن است، صحیح نیز

ρx = ρx1
⊗ ρx2

· · · ⊗ ρxM
(٣٧)

گفتیم خالص های حالت مورد در که ͳل΋ش همان به سپس و کرد تصویر نمونه زیرفضای روی {E0, E1} گیری اندازه با توان ͳم گذشته مثل را

های حالت همه متوسط حالت ρ =
∑

u piρi آن در که کرد فشرده کیوبیت MS(ρ) در در توان ͳم نیز را رشته این ͳیعن کرد. احیا دوباره

آمیخته های حالت های رشته این آیا اینکه دهد. ͳم دست به را ها حالت این سازی فشرده میزان کمیت این که کنیم تاکید باید البته است. آنزامبل

پردازیم. ͳم آن به اکنون که است دیΎری موضوع هستند، (x1, x2, · · ·xM ) Έکلاسی های رشته مورد در اطلاعات مقدار چه حاوی (٣٧)

و هوله کمیت و دستیابی قابل اطلاعات ٣

اطلاعات ارسال برای ها) فوتون یا فیبرنوری (مثل ͳکوانتوم های کانال همین از که بود خواهد انتظار قابل ͳکوانتوم فناوریهای پیشرفت با

بنابراین است. آن نظایر و ها فوتون تک در اطلاعات ارسال برای آنها قابلیت نیز ͳکوانتوم های کانال از استفاده دلیل کنیم. استفاده Έکلاسی

حالت رشته این راه بین در شوند. ͳم فرستاده مقصد به ͳکوانتوم کانال طریق از و شده کد ها کیوبیت از ای رشته در Έکلاسی های بیت رشته

بیت از ای رشته چه ͳکوانتوم های حالت رشته این ارسال از هدف شود داده تشخیص که است قرار مقصد در و شوند خطا دچار است مم΋ن ها

pxi
احتمال با آن xi آن حرف هر که را (x1, x2, · · ·xM ) مثل هایی رشته آلیس که کنید فرض تر،  مشخص طور به است. بوده Έکلاسی های

ͳکوانتوم های حالت از هایی رشته در شده،  تش΋یل

ρx = σx1 ⊗ σx2 ⊗ σxn
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او برای را حالت کدام آلیس دهد تشخیص که است این باب هدف دهد. ͳم انجام گیری اندازه {Ey} مجموعه مثل POVM Έی با باب

تشخیص اطمینان با را ها حالت POVM = {|ϕy⟩⟨ϕy|} Έی با تواند ͳم باب باشند، متعامد فرستد ͳم آلیس که هایی حالت اگر است. فرستاده

میزان هوشمندانه گیری اندازه با تواند ͳم تنها وی و شود ͳنم حاصل باب برای قطعیت و اطمینان هیچΎاه نباشند متعامد ها حالت اگر ͳول دهد.

با: است برابر باشد کرده ارسال را σx حالتِ آلیس اینکه بر مشروط بیاورد بدست را y نتیجه ی باب اینکه احتمال دهد. افزایش را خود اطلاعات

P (y|x) = tr(σxEy). (٣٨)

با است برابر بیاورد، بدست را y نتیجه ی باب و کند ارسال را σx حالت آلیس اینکه احتمال بنابراین

p(y, x) = p(y|x)px = tr(σxEy)px.

داشت خواهیم چنین هم

py =
∑
x

p(y, x) =
∑
x

p(y|x)px =
∑
x

tr(σxEy)px. (٣٩)

.(۴) ش΋ل کند، بیشینه را Y و X ِ ͳمتغیرتصادف بین متقابل اطلاعات میزان مناسب گیری اندازه با که است آن باب هدف

Noiseless Channel

Alice Bob

{px, ρx} {px, ρx} {Ey}

تشخیص هم از ام΋ان حد تا را آنها گیری اندازه بهترین با خواهد ͳم باب فرستد. ͳم باب برای را {px, ρx} آنزامبل از هایی حالت آلیس :۴ ش΋ل

دهد.
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ها رشته این در شده ارسال اطلاعات به نسبت تواند ͳم حد چه تا دهد، ͳم انجام باب که هایی گیری اندازه بهترین با که است این سوال

موضوع این فهم برای شود؟ ͳم سنجیده S(
∑

x pxρx) مثل ͳکمیت با ها رشته این در شده ذخیره اطلاعات که گفت توان ͳم آیا کند. پیدا اطمینان

صادر منبع این توسط که ای ͳکیوبیت n های رشته همه صورت این در .Xq = {σ, p(σ) = 1} باشد زیر ش΋ل به ͳکوانتوم منبع که کنید فرض

عبارت به ندارد. ͳکیوبیت هیچ ارسال به احتیاج است شده مخابره ͳکیوبیت n رشته ی کدام که بΎوید آنکه برای آلیس و هستند هم عین شوند ͳم

و صفر بین هرمقداری تواند ͳم S(ρ) ، σ حالت نوع به بسته و S(ρ) = S(σ) که دانیم ͳم اما است. صفر ها رشته دراین موجود اطلاعات دیΎر

ارائه سوال این به ΁پاس برای ͳقبول قابل حدس توانیم ͳم آیا نیست. S(ρ) فوق سوال ΁پاس آمیخته های حالت مورد در پس کند. اختیار را Έی

با را کمیت این باشد. داشته بایست ͳم ای حدّی رفتار چه نظر مورد کمیت که بفهمیم تا کنیم ͳم نگاه حدی حالت دو به کار این برای کنیم.

کنیم: ͳم نگاه را زیر موارد حدّی حالت دو عنوان به دهیم. ͳم نشان χ(Xq)

ͳم و ایم کرده مطالعه ͳقبل بخش در را مورد این است. شده تش΋یل نامتعامد ͳول خالص های حالت از Xq = {|ϕx⟩, px} آنزامبل الف:

تبدیل حد این در χ(Xq) کمیت بایست ͳم بنابراین .ρ =
∑

x |ϕx⟩⟨ϕx| درآن که است حالت بر S(ρ) آن در موجود اطلاعات میزان که دانیم

.S(ρ) به شود

پذیرند، تمیز σx های حالت همه ی جون صورت دراین است. شده تش΋یل متعامد ͳول ناخالص های حالت از Xq = {σx, px} آنزامبل ب:

دانیم ͳم قبل درس از ما و کند مخابره را x ِ Έکلاسی رشته ی خود σx ِ حالت هر بجای تواند ͳم آلیس و ندارد اهمیت ها حالت بودن ͳکوانتوم

ͳم χ(Xq) ِ کمیت پس .H(X) = −
∑

i pi log pi آن در که حالت یا حرف بر بیت H(X) با است برابر آنزامبل این در موجود اطلاعات که

.H(X) به کند میل حد این در بایست

کمیت به کمیت این نه؟ یا هست انتظار مورد های خاصیت دارای وجود فرض به آیا و دارد؟ وجود ͳکمیت چنین آیا که است این سوال حال

شود: ͳم تعریف زیر ش΋ل به و ۶ است موسوم ۇ هوله

χ(Xq) = S(
∑
x

pxρx)−
∑
x

pxS(ρx). (۴٠)

این خالص های حالت از ͳآنزامبل برای که است ΀واض چنین هم است. ͳنامنف کمیت این که دانیم ͳم نویمان فون آنتروپی بودن محدب شرط بنابر

صورت این در که باشند عمود هم بر ͳول آمیخته ها حالت که کنید فرض حال آنزامبل. آن به مربوط نویمان فون آنتروپی به شود ͳم تبدیل کمیت

است. کرده مطرح را آن بار نخستین که AlexanderHolevo خاطر ۶به
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ͳالΎچ ماتریس بنابراین و است گرفته قرار برهم عمود فضاهای در آنها ٧ پایه پس عمودند، برهم ها σx که آنجا ز دهیم. ͳم نشان σx با را آنها

دارد: قیافه ای چنین ρ =
∑

x pxσx

ρ =



p1σ̃1

p2σ̃2

· · ·

pnσ̃n


, (۴١)

ماتریس کردن قطری با بنابراین غیرصفرخودش. مقدارهای ویژه زیرفضای به ͳیعن است خودش پایه فضای زیر به σ تحدید σ̃ از منظور آن در که

داشت خواهیم فوق

S(ρ) ≡ S(
∑
x

pxσx) = −
∑
x

tr(pxσx log(pxσx))

= −
∑
x

tr(pxσx log px))−
∑
x

tr(pxσx log σx)

= −
∑
x

px log px −
∑
x

pxtr(σx log σx) = H(X) +
∑
x

pxS(σx). (۴٢)

متعامد، آمیخته ی های حالت از آنزامبل Έی برای که آوریم ͳم بدست بنابراین

χ(Xq) ≡ S(
∑
x

pxσx)−
∑
x

pxS(σx) = H(X) (۴٣)

اندازه بهترین با تواند ͳم باب که است ͳاطلاعات مقدار بیشینه و هوله کمیت که داد خواهیم نشان ادامه در داشتیم. که است انتظاری همان که

و هوله کمیت کند، ͳم میل نهایت بی سمت به ها رشته طول که ͳوقت ͳیعن حدی حالت در کند. استخراج ͳکوانتوم های رشته این از ها گیری

کند. استخراج ها رشته این از حرف هر ازای به تواند ͳم باب که است ͳاطلاعات با برابر دقیقا

بپردازیم. آن ͳریاض خواص مطالعه به نخست بیایید ایم گرفته پیش گذشته های درس در که ͳروش با مطابق فعلا

Support٧
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ۇ هوله کمیت های ͳویژگ ٣ . ١

هر کنیم. ͳم بیان قضیه چند در را ها ͳویژگ این پردازیم. ͳم ۇ هوله کمیت ͳریاض ویژگیهای مطالعه به تنها بخش این در گفتیم که طور همان

حالت دو بین نسبی آنتروپی عنوان به توان ͳم را ۇ هوله کمیت که دهد ͳم نشان ͳویژگ نخستین کرد. خواهیم ثابت جداگانه نیز را قضایا از کدام

گرفت. نظر در خاص

ͳیعن است: خاص حالت دو بین نسبی آنتروپی ۇ هوله کمیت قضیه: n

χ(Xq) = S(ρAB ||ρA ⊗ ρB) (۴۴)

آن در که

ρAB =
∑
x

px|x⟩⟨x| ⊗ ρx (۴۵)

که یابیم ͳم در ρAB ش΋ل به توجه با اثبات: n

ρA =
∑
x

px|x⟩⟨x|, ρB =
∑
x

pxρx (۴۶)

که دهد ͳم نشان ساده محاسبه Έی

S(ρAB) = H(X) +
∑
x

pxS(ρx), S(ρA) = H(X), (۴٧)

نتیجه در و

S(ρAB ||ρA ⊗ ρB) = −S(ρAB) + S(ρA) + S(ρB)

= S(
∑
x

pxρx)−
∑
x

pxS(ρx) = χ(Xq) (۴٨)

رفتار ͳکوانتوم های کانال همان یا نگهدار رد مثبت کاملا های نگاشت تاثیر تحت الزاما نویمان فون آنتروپی که دیدیم گذشته های درس در

را ها حالت همه که ͳکانال مثل دیΎر ͳبعض برای و واقطبش کانال مثل یابد ͳم افزایش آنتروپی این ها کانال از ͳبعض برای ͳیعن ندارد، ͳمشخص

این ͳیعن ایم. بوده آن جستجوی در که است چیزی همان ۇ هوله کمیت که دهیم ͳم نشان حال یابد. ͳم کاهش نگارد، ͳم خاص حالت Έی به

یابد. ͳم کاهش ͳکوانتوم کانال Έی اثر تحت همواره کمیت
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و است ͳکوانتوم کانال Έی E که کنید فرض دیΎر عبارت به یابد. ͳم کاهش ͳکوانتوم کانال Έی اثر در ۇ هوله کمیت قضیه: n

Xq = {px, ρx}, X ′
q = {px, E(ρx)}.

صورت این در

χ(X ′
q) ≤ χ(Xq). (۴٩)

نویسیم. ͳم نیز زیر صورت به را بالا عبارت اوقات ͳگاه

χ(pi, E(ρi)) ≤ χ(pi, ρi). (۵٠)

که دانیم ͳم ͳقبل قضیه بنابر اثبات: n

χ(pi, ρi) = S(ρAB ||ρA ⊗ ρB) (۵١)

آن در که

ρAB =
∑
x

px|x⟩⟨x| ⊗ ρx. (۵٢)

که دانیم ͳم ترتیب همین به

χ(pi, E(ρi)) = S(ρ′AB ||ρA ⊗ ρ′B) (۵٣)

آن در که

ρ′AB =
∑
x

px|x⟩⟨x| ⊗ E(ρx). (۵۴)

کنیم ثابت که شود ͳم کامل ͳوقت قضیه اثبات بنابراین

S(ρ′AB ||ρA ⊗ ρ′B) ≤ S(ρAB ||ρA ⊗ ρB). (۵۵)
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و سیستم روی ͳان΋ی عمل از ترکیبی صورت به توانیم ͳم را ͳکوانتوم کانال Έی که کنیم توجه نکته این به اگر است ساده اثبات این اما

محیط نقش سوم بخش آن در که کنیم ͳم تعریف را زیر ͳبخش سه حالت نخست بنابراین بنویسیم. محیط روی جزیی رد سپس و محیط

کند: ͳم بازی را

ρABC =
∑
x

px|x⟩⟨x| ⊗ ρx ⊗ |0⟩⟨0| (۵۶)

نویسیم ͳم سپس و

ρ′AB ≡
∑
x

px|x⟩⟨x| ⊗ E(ρx) = trC

(∑
x

px|x⟩⟨x| ⊗ U
[
ρx ⊗ |0⟩⟨0|)

]
U†

)
=: trCρ

′
ABC . (۵٧)

است (I ⊗U)A,BC ͳان΋ی کانال Έی تاثیر تحت نسبی آنتروپی بودن ناوردا دلیل به اول تساوی آن در که کنیم ͳم توجه زیر رابطه به حال

کنیم. ͳم ضرب (|0⟩⟨0|)C مثل حالت Έی در را آنها که است ͳوقت نسبی آنتروپی بودن ناوردا بودن مساوی خاطر به دوم تساوی و

S(ρ′ABC ||ρA ⊗ ρ′BC) = S(ρABC ||ρA ⊗ ρBC) = S(ρAB ||ρA ⊗ ρB). (۵٨)

که دانیم ͳم لیندبلد‐اولمان قضیه بنابر اما

S(ρ′AB ||ρA ⊗ ρ′B) ≤ S(ρ′ABC ||ρA ⊗ ρ′BC). (۵٩)

کنیم. ثابت خواستیم ͳم که رسیم ͳم (۵۵) رابطه به آخر رابطه دو این ترکیب با

وو هوله حد ٣ . ٢

ͳمعرف را بنیادین خصلت این خواهیم ͳم بخش دراین است. مشهور ٨ ۇ هوله حد به که پردازیم ͳم ۇ هوله کمیت مهم ͳویژگ Έی به بخش این در

کنیم.

است: برقرار زیر رابطه همواره دیΎر عبارت به شود. بیشتر ۇ هوله کمیت از تواند ͳنم متقابل اطلاعات قضیه: n

I(X : Y ) ≤ χ(Xq). (۶٠)
Holevo Bound٨
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آن های بخش بین نسبی آنتروپی که کنیم تعریف چنان را مرکب ͳحالت باید نخست شود. ͳم بنا ͳقبل قضیه بر زیبایی به اثبات این اثبات: n

شود. ͳم ۇ هوله کمیت کاهش باعث و است ͳکوانتوم کانال Έی نیز گیری اندازه که بیاوریم یاد به سپس و دهد نتیجه را ۇ هوله کمیت

است: چنین کنیم ͳم تعریف که ͳحالت

ρ
ABC

=
∑
x

px|x⟩⟨x| ⊗ ρx ⊗ |0⟩⟨0|. (۶١)

شود: ͳم داده نشان حالت این روی زیر کانال صورت به نیز باب گیری اندازه

EBC : ρABC −→
∑
x,y

px|x⟩⟨x| ⊗
√
Eyρx

√
Ey ⊗ |y⟩⟨y| =: ρ′ABC (۶٢)

داریم: پیشین قضیه بر بنا بنابراین است. مجاز ͳکوانتوم نگاشت Έی بالا نگاشت که کند قان΄ را خود تواند ͳم ͳبراحت خواننده

S(ρ′ABC ||ρA ⊗ ρ′BC) ≤ S(ρABC ||ρA ⊗ ρBC). (۶٣)

چپ طرف که دهد ͳم نشان نیز دهید) ͳم انجام را آن ها تمرین در (که ساده محاسبه Έی ۇ. هوله کمیت جز نیست چیزی راست طرف اما

شود. ͳم ثابت قضیه بنابراین .I(X : Y ) با است برابر

اشباع ۇ هوله حد آیا که پرسیم ͳم اصطلاح به خیر؟ یا برسیم ۇ  هوله حد به توانیم ͳم واقعا آیا که است این هستیم روبرو آن با که ͳمهم سوال حال

است این حرف این معنای رسید. ۇ هوله حد به توان ͳم مجانبی صورت به که است این است شده داده سوال این به که ͳپاسخ خیر؟ یا شود ͳم

همه روی که باشد مجاز نیز باب و بفرستد باب برای σxi1
⊗ σxi2

· · · ⊗ σxin
مثل را خود آنزامبل های حالت از تایی n های رشته آلیس اگر که

تر: دقیق عبارت به کرد. اشباع توان ͳم را ۇ هوله حد آنگاه دهد، انجام گیری اندازه هم با ها این

lim
n−→∞

I(Xn : Y n)

n
= χ. (۶۴)

آن اشباع و و هوله حد به شدن Έنزدی ٣ . ٣

مطالعه با و هستند آموزنده و ساده ها مثال این بپردازیم. آن ͳبررس به تر مشخص های مثال با توانیم ͳم ایم آموخته را و هوله حد معنای که حال

خالص حالت دو آلیس که کنیم ͳم فرض نخست کرد. مقایسه و هوله کمیت با و محاسبه را باب و آلیس بین متقابل اطلاعات مقدار توان ͳم آنها

نیستند: عمود هم بر که دارد اختیار در زیر ش΋ل به

|ϕ0⟩ = cos
θ

2
|0⟩+ sin

θ

2
|1⟩ |ϕ1⟩ = cos

π − θ

2
|0⟩+ sin

π − θ

2
|1⟩. (۶۵)
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بفهمد دهد ͳم انجام که گیری اندازه بهترین با بایست ͳم باب و بفرستد باب برای مساوی احتمالات با را ها حالت این از کدام هر است قرار وی

شده ارسال های حالت به نسبت (٣ . ٣) ش΋ل مطابق که تصویری گیری اندازه Έی است. فرستاده او برای را ها حالت از Έی کدام آلیس که

گیریم: ͳم نظر در باشد متقارن

E0 = |0⟩⟨0|, E1 = |1⟩⟨1|. (۶۶)

Y = {0, 1} دیΎری و فرستد ͳم باب برای آلیس که است ͳحالت با متناظر که X = {0, 1} ͳ΋ی کند،  ͳم تعریف را ͳتصادف متغیر دو فرایند این

کنیم: حساب را زیر ͳشرط احتمالات توانیم ͳم ͳبراحت آورد. ͳم بدست اش گیری اندازه از باب که است ای نتیجه با متناظر که

P (y = 0|x = 0) = ⟨ϕ0|E0|ϕ0⟩ = cos2
θ

2
, P (y = 1|x = 0) = ⟨ϕ0|E1|ϕ0⟩ = sin2

θ

2
,

P (y = 0|x = 1) = ⟨ϕ1|E0|ϕ1⟩ = sin2
θ

2
, P (y = 1|x = 1) = ⟨ϕ1|E1|ϕ1⟩ = cos2

θ

2
. (۶٧)

کنیم: محاسبه نیز را زیر ͳشرط احتمالات که داریم نیاز متقابل اطلاعات محاسبه برای

P (y = 0, x = 0) =
1

2
cos2

θ

2
, P (y = 1, x = 0) =

1

2
sin2

θ

2
,

P (y = 0, x = 0) =
1

2
sin2

θ

2
, P (y = 1, x = 0) =

1

2
cos2

θ

2
. (۶٨)

آوریم. بدست نیز را باب توسط مختلف نتایج آوردن بدست احتمال توانیم ͳم چنین هم فرستد. ͳم مساوی احتمال با را ها حالت آلیس که دانیم ͳم

داریم: نتیجه در

P (x = 0) = P (x = 1) =
1

2
, P (y = 0) = P (y = 1) =

1

2
. (۶٩)

است: چنین نتیجه کنیم. حساب را کمیت این توانیم ͳم و است آماده متقابل اطلاعات محاسبه برای چیز همه حال

I(X : Y ) = H(X) +H(Y )−H(X,Y ) = 1 + cos2
θ

2
log2 cos

2 θ

2
+ sin2

θ

2
log2 sin

2 θ

2
. (٧٠)

ρ = ͳالΎچ ماتریس بایست ͳم و هوله کمیت محاسبه برای چنین هم است. شده داده نشان رنگ قرمز ͳمنحن با (٣ . ٣) ش΋ل در تابع این

کنیم: حساب را 1
2 (|ϕ1⟩⟨ϕ1|+ |ϕ2⟩⟨ϕ2|)

ρ =
1

2
|ϕ0⟩⟨ϕ0|+

1

2
|ϕ1⟩⟨ϕ1| =

1

2

 1 sin θ

sin θ 1

 . (٧١)
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آید: ͳم بدست و هوله کمیت آنجا از و شوند ͳم حساب ͳبراحت ماتریس این مقادیر ویژه

χ = S(ρ) = −1 + sin θ

2
log2

1 + sin θ

2
− 1− sin θ

2
log2

1− sin θ

2
. (٧٢)

کمیت از تر Έکوچ همواره متقابل اطلاعات که فهمیم ͳم ش΋ل این از است. شده داده نشان رنگ آبی ͳمنحن با (٣ . ٣) ش΋ل در کمیت این

بیشترین به متقابل اطلاعات هستند، عمود هم بر شده ارسال حالت دو که ͳوقت ͳیعن است، θ = 0 ͳوقت که یابیم ͳم در چنین هم است. و هوله

اطلاعات هم است، θ = π
2 که ͳوقت داشتیم. نیز را انتظارش که است ای نتیجه که شود ͳم برابر و هوله کمیت با و رسد ͳم 1 ͳیعن خود مقدار

تشخیص باب برای طبیعتا و ندارند هم با ͳتفاوت هیچ شده ارسال حالت دو حد این در زیرا شوند ͳم صفر با برابر دو هر و هوله کمیت هم و متقابل

است. مم΋ن غیر هم از دو آن

θ

I(X : Y )

χ

0
0 π/2

1

θ/2

z
|0⟩

|1⟩

|ϕ0⟩

|ϕ1⟩

θ/2

تصویری گیری اندازه باب و فرستد ͳم را |ϕ1⟩ و |ϕ0⟩ های حالت آلیس که ͳوقت برای متقابل اطلاعات و و هوله کمیت مقایسه :۵ ش΋ل

دهد. ͳم انجام {E0, E1}

دهد: انجام را زیر گیری اندازه باب که نیست بهتر آیا تمرین: n

{E0 = |ϕ0⟩⟨ϕ0|, E1 = I − E0}?

اندازه با را نتیجه و کنید محاسبه را باب و آلیس بین متقابل اطلاعات و کنید تکرار دادیم انجام که را ͳمحاسبات سوال این به ΁پاس برای

کنید. مقایسه ͳقبل متقارن گیری
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احتمال با را زیر حالت سه از ͳ΋ی آلیس که کنید فرض است. شده انتخاب محاسبه ͳراحت و دارد که ͳتقارن به توجه با نیز مثال این مثال: n

فرستد: ͳم باب به مساوی

|ϕ1⟩ = |0⟩, |ϕ2⟩ = −1

2
|0⟩+

√
3

2
|1⟩ |ϕ3⟩ = −1

2
|0⟩ −

√
3

2
|1⟩ (٧٣)

|0⟩

|1⟩

|ϕ1⟩

|ϕ3⟩|ϕ2⟩

... :۶ ش΋ل

دارند را زیر خاصیت ها حالت این

⟨ϕi|ϕj⟩ =


1, i = j

− 1
2 , i ̸= j

(٧۴)

با است برابر نیز کل ͳالΎچ ماتریس و

ρ =
1

3
(|ϕ1⟩⟨ϕ1|+ |ϕ2⟩⟨ϕ2|+ |ϕ3⟩⟨ϕ3|) =

1

2
I. (٧۵)

دهد: ͳم انجام را زیر گیری اندازه باب

Ea =
2

3
(I − |ϕa⟩⟨ϕa|), a = 1, 2, 3. (٧۶)
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است. POVM Έی واقعا باب گیری اندازه که دهید نشان تمرین: n

ͳسادگ برای را نمادگذاری این است. P (y = b|x = a) P (b|a) نماد از ما منظور کرد. حساب را ͳشرط احتمالات همه توان ͳم حال

ایم: برده کار به

P (b|a) =


0 a = b

1
2 a ̸= b

(٧٧)

با: است برابر باب و آلیس متقابل اطلاعات که دهید نشان تمرین: n

I(X : Y ) = H(X) +H(Y )−H(X,Y ) = 0.58496. (٧٨)

با: است برابر آنزامبل این برای و هوله کمیت ͳطرف از

χ = S(ρ) = S(I/2) = 1. (٧٩)

در زیرا است ساده ͳخیل هم اش دلیل دارد. و هوله کمیت تا بیشتری فاصله ͳقبل آنزامبل با مقایسه در باب و آلیس متقابل اطلاعات بنابراین

وجود ͳان΋ام چنین جا این در ͳول باشند عمود برهم آلیس های حالت θ های زاویه از ͳبعض برای که داشت وجود ام΋ان این ͳقبل حالت

ندارد.

ͳتنیدگ درهم اندازه عنوان به نویمان فون آنتروپی ۴

اشتراک رای ب دهیم، ͳم پول اینترنت برای خریم، ͳم را ال΋تریسیته آوریم. ͳم بدست را آن و کنیم ͳم هزینه ͳارزش با و مهم منبع هر برای ما

بیشتر ارزش دارد زیادی باند پهنای که ͳاینترنت خط دارد. ها آن ارزش به ͳبستگ نیز کنیم ͳم منابع این برای که ای هزینه کنیم. ͳم هزینه نیز ͳتلفن

آزمایشΎاه دو در نفر دو اگر است. ارزش با و مهم منبع Έی ͳتنیدگ درهم که دانیم ͳم ͳکوانتوم تکنولوژی مدد به اکنون دارد. بیشتری قیمت و

باشد. بیرون Έکلاسی مخابرات عهده از ͳکل به که دهند انجام را کارهایی توانند ͳم باشند داشته تنیده درهم های زوج هم از دور ایستگاه دو یا

ارزش مقدار چه حالت هر ͳتنیدگ درهم مقدار که بΎوییم باید بسنجیم. قبول قابل و معین ای شیوه به را ͳتنیدگ درهم ارزش بتوانیم باید بنابراین
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کنیم. فکر زیر مثال به بیایید تر مشخص طور به دارد.

ͳکوانتوم فرابرد مثل کارهایی خواهند ͳم و کارند به مشغول فضایی ایستگاه Έی روی آزمایشΎاه Έی در باب و زمین روی آزمایشΎاه Έی در آلیس

بل تنیده درهم های زوج به احتیاج آنها کار این برای دهند. انجام کلید ͳکوانتوم اشتراک یا

|ϕ+⟩ = 1√
2
(|00⟩+ |11⟩)

شرکت کند. ͳم مطالبه سنت Έی شرکت این بل زوج هر برای کند. ارسال آنها برای و ساخته را ها زوج این است قرار ͳتخصص ͳشرکت و دارند

صورت به بل΋ه بل زوج صورت به نه را هایی زوج که هست نیز دیΎری

|ψ⟩ =
√
0.85|00⟩+

√
0.15|11⟩. (٨٠)

صورت به را کیوتریت دو از را هایی حالت که دارد وجود هم ͳسوم شرکت فروشد. ͳم سنت 0.3 قیمت به را کدام هر ͳول کند ͳم تولید

|χ⟩ =
√

1

3
(|00⟩+ |11⟩+ |22⟩) (٨١)

اندازه بی آنها برای قیمت اختلاف و دارند تنیده هم در زوج میلیاردها به احتیاج باب و آلیس فروشد. ͳم سنت 0.5 را زوج هر و کند ͳم درست

بخرند؟ تنیده درهم های حالت فوق های شرکت از Έی کدام از بایست ͳم دو این است. مهم

دارد. ضربی حالت Έی از را ͳکیف فاصله بیشترین زیرا است بیشتر |ϕ+⟩ حالت ͳتنیدگ درهم بΎوییم بتوانیم ͳکیف صورت به به است مم΋ن

گوید ͳنم ΁پاس این است؟ بیشتر دیΎر حالت ͳتنیدگ درهم از چقدر حالت این ͳتنیدگ درهم که گوید ͳنم ͳول باشد کننده قان΄ تواند ͳم ΁پاس این

با را ها حالت این ͳتنیدگ درهم میزان تواند ͳنم ͳکیف ΁پاس این چنین هم کنیم. هزینه باید مقدار چه ها حالت این از کدام هر خرید برای که

کند. مقایسه (١٠١) حالت

های فاصله در ͳتنیدگ درهم این داشتن نگاه و تنیده هم در حالت Έی تولید کنیم. ͳم توجه مهم نکته Έی به سوال این به درست ΁پاس برای

ذره دو کردن دور اثر در سپس و شود ͳم تولید آزمایشΎاه Έی در ذره دو آن کنش برهم با ذره دو بین ͳتنیدگ هم در زیرا است، دشوار هم از دور

هم از دور فاصله در که باب و آلیس برای تنیده درهم حالت Έی است دلیل همین به دقیقا برود. بین از است مم΋ن ͳتنیدگ درهم این ی΋دیΎر از

هر دو این که ای ͳکوانتوم اعمال که پذیریم ͳم نیز را معقول فرض این است. ارزش با ٩ منبع Έی ͳتنیدگ هم در گوییم ͳم اصطلاحا دارند. قرار

Resource٩
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ͳم ١٠ رایΎان یا آزاد اعمال اعمال، این به دلیل این به نیست. بر هزینه و سخت دهند ͳم انجام جداگانه صورت به خود های آزمایشΎاه در کدام

دهند ͳم انجام خود ذرات روی ͳموضع صورت به باب و آلیس که هستند ای ͳکوانتوم اعمال کلیه رایΎان، اعمال ͳتنیدگ درهم مورد در گوییم.

١١ LOCC اصطلاحا اعمال مجموعه این کنند. برقرار هم با توانند ͳم که ͳ΋کلاسی ارتباطات بعلاوه است گیری اندازه و ͳان΋ی اعمال شامل که

قضاوت ͳکوانتوم های حالت ͳتنیدگ درهم ͳذات ارزش باره در توانیم ͳم هستند رایΎان ͳاعمال نوع چه که این فهمیدن با حال شوند. ͳم نامیده

با برابر را |ϕ+⟩ مثل بل حالت Έی ͳتنیدگ هم در میزان بنابراین کنیم. انتخاب ͳتنیدگ درهم برای واحد Έی بایست ͳم دیΎری چیز هر مثل کنیم.

اندازه به بΎوییم که است ͳمنطق باشد داشته وجود بل زوج تا 100 تعداد آزمایشΎاه دو بین اگر حال خوانیم. ͳم Ebit Έی را آن و گیریم ͳم Έی

کیوبیت تا 100 روی توانند ͳم ها زوج این با آزمایشΎاه دو این زیرا است شده گذاشته اشتراک به آزمایشΎاه دو این بین ͳتنیدگ درهم واحد 100

نوع از حالت تا 100 آزمایشΎاه دو این بین اگر حال دهند. انجام ͳکوانتوم فرابرد مثل ͳ΋غیرکلاسی اعمال

|ϕ⟩ =
√
0.85|00⟩+

√
0.15|11⟩

درست توانند ͳم بل زوج تعداد چه ها حالت این روی رایΎان اعمال انجام با آزمایشΎاه دو این ببینیم که است ͳمنطق آنگاه باشد، داشته وجود

0.6 اندازه به هایشان حالت از کدام هر ͳتنیدگ هم در ارزش که بΎوییم توانیم ͳم کنند درست تنیده هم در زوج تا 60 تعداد بتوانند هرگاه کنند.

ͳم انجام ما که ͳانΎرای اعمال همه که انجا از است. سرمایه و پول مبادله به شبیه درست ͳتنیدگ درهم اندازه با ما برخورد واق΄ در است. واحد

آزمایشΎاه دو بین اگر اینکه ͳیعن شود. تعریف مجانبی حد در بایست ͳم ͳتنیدگ درهم ارزش مبادله و حالت تبدیل این دارند ͳاحتمالات نتایج دهیم

گوییم ͳم آنگاه کرد درست بل حالت تا k تعداد ها حالت این از بتوان و باشد شده گذاشته اشتراک به |ϕ⟩ تنیده درهم حالت تا N تعداد

NE(|ϕ) = kE(|ϕ+⟩) = k × 1 = k, (٨٢)

یا و

E(|ϕ⟩) := lim
N−→∞

k

N
. (٨٣)

کنیم. ثابت را زیر قضیه توانیم ͳم حال

برابر |ψ⟩ =
∑d

i,j=1 ψi,j |i, j⟩ صورت به خالص حالت Έی ͳتنیدگ درهم اندازه خالص: های حالت ͳتنیدگ درهم اندازه قضیه: n

با است

Free Operation١٠

Local Operation and Classical Communication١١
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E(|ψ⟩AB) := S(ρA) = S(ρB), (٨۴)

مساوی هم با ͳالΎچ ماتریس دو این که است ͳبدیه هستند. یافته کاهش ͳالΎچ های ماتریس ρB و ρA و نویمان فون آنتروپی S آن در که

بخش این ابتدای در که ͳحالت سه ͳتنیدگ درهم مقدار ترتیب این به است. برابر باهم آنها نویمان فون آنتروپی باشند که چه هر ͳول نیستند

زیراست: صورت به کردیم اشاره آنها به

E(|ϕ+⟩) = 1, E(|ψ⟩) = 0.6, E(|χ⟩) = log2 3 = 1.58. (٨۵)

|χ⟩ = 1√
3
(|00⟩ + |11⟩ + |22⟩) حالت تا 100 تعداد آزمایشΎاه دو بین اگر ͳیعن است برقرار بعدی هر برای نتیجه این که کنید دقت

کنند. درست بل حالت تا 158 تقریبی تعداد ها حالت این از توانند ͳم آنها باشد گذاشته اشتراک به

برای را ͳکوانتوم اعمال یا ها گیری اندازه ترین ͳکل که است این مهم نکته دهیم. ͳم نشان ساده مثال Έی با را اثبات ͳاصل ایده اثبات: n

های رشته مفهوم بر ͳمتک داد خواهیم نشان که همانطور روش این واق΄ در گیریم. ͳم نظر در دارند اختیار در که ͳذرات برای باب و آلیس

درک برای است. بوده نویمان فون آنتروپی و شانون آنتروپی به مربوط نتایج همه کننده هماهنگ تم کنون تا ابتدا از واق΄ در که است نمونه

دارند. اختیار در را |ψ⟩AB =
√
1− p|00⟩+√

p|11⟩ حالت از تا N مثلا زیادی ͳخیل تعداد باب و آلیس که کنید فرض موضوع این

دست در که ͳحالت بنابراین بΎیرید. N را رشته تعداد این ایم. کرده استفاده ͳکیوبیت دو اولیه حالت برای اشمیت تجزیه از جا این در

است: این آنهاست

|Ψ(N)⟩ = |ψ⟩⊗N
AB = (

√
1− p|00⟩+√

p|11⟩)⊗N (٨۶)

آید: ͳم در زیر ش΋ل به بالا حالت بسط صورت این در باشد. N = 3 که کنید فرض ͳسادگ برای

|Ψ(3)⟩a1b1,a2b2,a3b3 =
√

1− p
3
|00, 00, 00⟩+

√
1− p

2√
p (|00, 00, 11⟩+ |00, 11, 00⟩+ |11, 00, 00⟩)

+
√
1− p

√
p
2
(|11, 11, 00⟩+ |11, 00, 11⟩+ |00, 11, 11⟩) +√

p
3|11, 11, 11⟩. (٨٧)

صورت به را حالت این توان ͳم هستند. باب دست در کدام و آلیس دست در ها کیوبیت کدام که دهد ͳم نشان حالت این های اندیس

کرد: ͳبازنویس زیر

|Ψ(3)⟩a1a2a3;b1b2b3 =
√

1− p
3
|000, 000⟩+

√
1− p

2√
p (|001, 001⟩+ |010, 010⟩+ |100, 100⟩)
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+
√
1− p

√
p
2
(|110, 110⟩+ |101, 101⟩+ |011, 011⟩) +√

p
3|111, 111⟩. (٨٨)

این در بΎیرد. اندازه را آنها کل اسپین اصطلاح به و دهد انجام ͳجمع گیری اندازه دارد دست در که ͳکیوبیت سه روی تواند ͳم آلیس حال

زیر های حالت از ͳ΋ی به باب دست چنین هم و او دست حالت و آورد ͳم بدست احتمال Έی با هرکدام متفاوت نتیجه چهار آلیس صورت

شود: ͳم تصویر

|Ψ0(3)⟩ = |000, 000⟩ Pr(0) = (1− p)3,

|Ψ1(3)⟩ =
1√
3
(|001, 001⟩+ |010, 010⟩+ |100, 100⟩) Pr(1) = (1− p)2p

|Ψ2(3)⟩ =
1√
3
(|110, 110⟩+ |101, 101⟩+ |011, 011⟩) Pr(2) = (1− p)p2

|Ψ3(3)⟩ = |111, 111⟩ Pr(3) = p3. (٨٩)

است مختلف های حالت از ی΋سان ضرایب با ی΋نواخت ترکیبی که حالت Έی به همواره باب و آلیس دست حالت که است این مهم نکته

ͳکل حالت تواند ͳم است شده آشنا N = 3 حالت با خواننده که حال دارد. اهمیت دید خواهیم آینده در چنانکه نکته این شود. ͳم تصویر

اندازه این خود اسپین تا N روی آلیس ͳکل حالت در ͳوقت که بΎوییم توانیم ͳم بفهمد. ͳبراحت را آن و کند تحلیل و تجزیه خود برای را

شود: ͳم تصویر زیر های حالت از ͳ΋ی به باب و او دست در ِ حالت دهد ͳم انجام را ͳجمع گیری

|Ψk(N)⟩a1a2···aN ;b1b2···bN =
1√(
N
k

) ′∑
s1,s2···sN=0,1

|s1s2 · · · sN ; s1s2 · · · sN ⟩ (٩٠)

|s1s2 · · · sN ; s1s2 · · · sN های⟨ حالت تعداد که کنید دقت هستند. 0 N−kتا و 1 تا kدارای که است هایی رشته تمام روی
∑′ جم΄ آن در که

با است برابر شود تصویر |Ψk(N)⟩ حالت Έی به اولیه حالت اینکه احتمال .
(
N
k

)
با است برابر

Pr(k) =

(
N

k

)
× (1− p)kpN−k

آنها های 1 تعداد که هستند آنهایی ها رشته ترین محتمل اینکه آن و آوریم ͳم یاد به بودیم دیده نمونه های رشته باره در که را چه آن حال .

شامل که ͳحالت به اولیه حالت شدن تصویر احتمال که پرسیم ͳم خود از .Np با است برابر آنها های 0 تعداد و N(1− p) با است برابر

برابر تقریبا احتمال این ⟨ΨNp(N)|؟ حالت به Έنزدی ͳحالت به اولیه حالت شدن تصویر احتمال ͳیعن ؟  است چقدر باشد ͳنوع های رشته

با: است

Pr(k = Np) =

(
N

Np

)
× (1− p)NppN(1−p) (٩١)
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با بود خواهد برابر احتمال این بزرگ های N حد در که دانیم ͳم اما

Pr(k = Np) ≈ 2NH(p) × 2−NH(p) ≈ 1 (٩٢)

آن در که

H(p) = −p log p− (1− p) log(1− p) = S(ρA). (٩٣)

حالت این و شود ͳم تصویر |ΨNp(N)⟩ حالت به باب و آلیس حالت قط΄ طور به تقریبا گیری اندازه این در که است این حرف این معنای

ͳان΋ی عملΎر Έی با توانیم ͳم حال تاست. 2NS(ρ) بل΋ه تا 2N نه ها آن تعداد که ͳنوع های رشته از ͳنواخت΋ی ترکیب جز نیست چیزی

به قضیه این بهتر فهمیدن برای باشد. بل حالت تا N(S(ρ) تعداد تانسوری ضرب دهنده نشان که کنیم تبدیل حالت Έی به را حالت این

: با است برابر |Ψ1(4)⟩ حالت صورت این در . است p = 1
4 و N = 4  که کنید فرض کنیم: ͳم توجه زیر مثال

|Ψ1(4)⟩ =
1√
4
(|1000, 1000⟩+ |0100, 0100⟩+ |0010, 0010⟩+ |0001, 0001⟩)a1a2a3a4;b1b2b3b4

. (٩۴)

دهد: انجام را زیر تبدیل که کنند اعمال خود حالت روی ͳان΋ی عملΎر Έی کدام هر توانند ͳم باب و آلیس

|1000⟩ −→ |00⟩ ⊗ |00⟩,

|0100⟩ −→ |01⟩ ⊗ |00⟩,

|0010⟩ −→ |10⟩ ⊗ |00⟩,

|0001⟩ −→ |11⟩ ⊗ |00⟩. (٩۵)

به شود ͳم تبدیل بالا حالت صورت این در

|Φ⟩ = 1√
4
(|00, 00⟩+ |01, 01⟩+ |10, 10⟩+ |11, 11⟩)a1a2;b1b2

⊗ |00⟩a3a4 ⊗ |00⟩b3b4 . (٩۶)

برابر ها کیوبیت این حالت کنند. توجه 1, 2 های کیوبیت به و کنند ذخیره دیΎری کار برای را 3, 4 های کیوبیت توانند ͳم آنها سپس

با است

|χ⟩a1b1;a2b2 =
1√
4
(|00, 00⟩+ |00, 11⟩+ |11, 00⟩+ |11, 11⟩)a1b1;a2b2

. (٩٧)

٣٠



جز نیست چیزی آخر حالت اما

|χ⟩a1b1;a2b2 =
1√
2
(|00⟩+ |11⟩)a1b1

⊗ 1√
2
(|00⟩+ |11⟩)a2b2

, (٩٨)

را خودمان و گردیم باز ͳکل حالت به توانیم ͳم مثال این دیدن با حال است. مانده ͳباق باب و آلیس دست در که بل کامل حالت تا دو ͳیعن

|ϕ⟩ =
√
1− p|00⟩+√

p|11⟩ حالت تعدادNتا از است، زیاد ͳخیلN که ͳوقت ͳیعن مجانبی حد در توانند ͳم باب و آلیس که کنیم قان΄

کنند. درست بل حالت تا NS(ρ) تعداد دارند، دست در که

|�+i
<latexit sha1_base64="d8RSCFq0OqrDpG1n8En8MM3dUnc=">AAAB9XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69BIsgCCWpgh6LXjxWsB/QpmWznbRLN5uwu1FK7P/w4kERr/4Xb/4bt20O2vpg4PHeDDPz/JgzpR3n28qtrK6tb+Q3C1vbO7t7xf2DhooSSbFOIx7Jlk8Uciawrpnm2IolktDn2PRHN1O/+YBSsUjc63GMXkgGggWMEm2k7lMnHrLuWUcSMeDYK5acsjODvUzcjJQgQ61X/Or0I5qEKDTlRKm268TaS4nUjHKcFDqJwpjQERlg21BBQlReOrt6Yp8YpW8HkTQltD1Tf0+kJFRqHPqmMyR6qBa9qfif1050cOWlTMSJRkHni4KE2zqypxHYfSaRaj42hFDJzK02HRJJqDZBFUwI7uLLy6RRKbvn5crdRal6ncWRhyM4hlNw4RKqcAs1qAMFCc/wCm/Wo/VivVsf89aclc0cwh9Ynz9+fZKB</latexit>

|�i
<latexit sha1_base64="jrAal0HYuQmChILR0gry2swJjQQ=">AAAB83icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeiF48V7Ac0oWy203bpZhN2N0KJ/RtePCji1T/jzX/jts1BWx8MPN6bYWZemAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqGDZZLGLVCalGwSU2DTcCO4lCGoUC2+H4dua3H1FpHssHM0kwiOhQ8gFn1FjJf/KTEfcVlUOBvXLFrbpzkFXi5aQCORq98pffj1kaoTRMUK27npuYIKPKcCZwWvJTjQllYzrErqWSRqiDbH7zlJxZpU8GsbIlDZmrvycyGmk9iULbGVEz0sveTPzP66ZmcB1kXCapQckWiwapICYmswBInytkRkwsoUxxeythI6ooMzamkg3BW355lbRqVe+iWru/rNRv8jiKcAKncA4eXEEd7qABTWCQwDO8wpuTOi/Ou/OxaC04+cwx/IHz+QNchZHk</latexit>

|0, 0i
<latexit sha1_base64="lca+pT6b1/66D87z7PllNfC0dAI=">AAAB8nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4kJJUQY9FLx4r2A9oQ9lsJ+3SzSbsboQS+zO8eFDEq7/Gm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dlZW19Y3Ngtbxe2d3b390sFhU8epYthgsYhVO6AaBZfYMNwIbCcKaRQIbAWj26nfekSleSwfzDhBP6IDyUPOqLFS58k9d7uKyoHAXqnsVtwZyDLxclKGHPVe6avbj1kaoTRMUK07npsYP6PKcCZwUuymGhPKRnSAHUsljVD72ezkCTm1Sp+EsbIlDZmpvycyGmk9jgLbGVEz1IveVPzP66QmvPYzLpPUoGTzRWEqiInJ9H/S5wqZEWNLKFPc3krYkCrKjE2paEPwFl9eJs1qxbuoVO8vy7WbPI4CHMMJnIEHV1CDO6hDAxjE8Ayv8OYY58V5dz7mrStOPnMEf+B8/gCP6JDJ</latexit>

BA

N

NS(ρA)

NS(ρ) به را |ϕ⟩ حالت تا N توانند ͳم شوند، ͳم شمرده رایΎان که Έکلاسی ارتباطات و ͳکوانتوم ͳموضع اعمال با باب و آلیس :٧ ش΋ل

ای‐بیت. S(ρ) با است برابر ϕ حالت هر ͳتنیدگ درهم ارزش بنابراین کنند. تبدیل بل تنیده درهم حالت

بΎیرید: نظر در را زیر حالت تمرین: n

|ψ⟩AB =
√
1− p|00⟩+√

p|11⟩, p ≤ 0.5. (٩٩)

دهد: ͳم انجام خودش کیوبیت روی زیر عملΎرهای با متعامد غیر گیری اندازه Έی آلیس

A :=

 √
λp 0

0
√
λ(1− p)

 , B :=

 √
1− λp 0

0
√
1− λ(1− p)

 . (١٠٠)
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بیاورید. بدست را احتمال این شود. ͳم تبدیل بل حالت Έی به |ψAB⟩ حالت بیاورد بدست را A نتیجه آلیس اگر گیری اندازه این با

با کند. درست تواند ͳم بل حالت تا چند تقریبا باشد داشته ها حالت این از تا 1000 تعداد آلیس اگر که بΎویید و کنید بیشینه را احتمال

دهید؟ ͳم نسبت |ψ⟩AB حالت به ای ͳتنیدگ درهم ارزش چه اید برده کار به که ͳروش

آمیخته های حالت ͳتنیدگ هم در ١ . ۴

کند: ͳم پیشنهاد زیر صورت به هایی حالت بفروشد، تنیده درهم های حالت باب و آلیس به خواهد ͳم که ای ͳتخصص شرکت که کنید فرض حال

ρ =
1

2
(|ϕ+⟩⟨ϕ+|+ |ϕ−⟩⟨ϕ−|) (١٠١)

آن در که

|ϕ± =
1√
2
(|00⟩ ± |11⟩) (١٠٢)

تنیده درهم های حالت از ͳ΋ی درصد پنجاه احتمال با کند ͳم ارسال شرکت این که ͳحالت هر دیΎر عبارت به هستند. کامل تنیده درهم های حالت

بایست ͳنم ͳمبلغ هیچ که است این سوال این ΁پاس کنند؟ پرداخت ها حالت این خرید برای بایست ͳم ͳمبلغ چه باب و آلیس است. ماکزیمال

کرد: ͳبازنویس زیر صورت به توان ͳم را ها حالت این که است این هم اش دلیل نیستند. تنیده هم در واق΄ در ها حالت این کنند. پرداخت

ρ =
1

2
(|00⟩⟨00|+ |11⟩⟨11|) (١٠٣)

نه و دهیم قرار خود قضاوت مبنای را تجزیه این بایست ͳم چرا کنیم سوال است مم΋ن است. هم از جدا و ضربی کاملا حالت دو از ترکیبی که

و |ϕ+⟩ های حالت که است این اش ΁پاس داد. ͳم نشان تنیده درهم کاملا های حالت از مساوی ترکیب صورت به را ρ حالت که را ͳقبل تجزیه

های گیری اندازه انجام با توانند ͳنم باب و آلیس بنابراین نیستند. تمیز قابل هم از ͳموضع های گیری اندازه با اما عمودند، برهم چه اگر |ϕ−⟩

به |11⟩ و |00⟩ های حالت اما است. شده نهاده قرار آنها اختیار در تنیده درهم های حالت از Έی کدام که بفهمند رایΎان) اعمال (یا ͳموضع

اشتباه دچار بسنجیم S(ρA) با را اش ͳتنیدگ درهم اگر و ندارد ͳتنیدگ درهم نوع هیچ واقعا ρ حالت بنابراین تمیزند. قابل هم از ͳموضع صورت

صورت به را آنها که است این آمیخته تنیده درهم های حالت ͳتنیدگ درهم سنجش برای راه Έی کردیم ذکر که ͳمثال به توجه با شویم. ͳم

ρ =
∑
i

pi|ϕi⟩⟨ϕi|

بپذیریم: ͳتنیدگ درهم میزان عنوان به را متوسط این مقدار کمترین سپس و کنیم حساب تجزیه هر در را ͳتنیدگ هم در میزان متوسط و کنیم تجزیه

E(ρ) := Min
{pi,ϕi}

∑
i

piE(|ϕi⟩). (١٠۴)
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کرد. فشرده و ساده رابطه Έی به تبدیل را آن توان ͳم کیوبیت) (دو Έکوچ ابعاد در تنها ͳول است ͳمنطق و معقول تعریف Έی تعریف این

Έآنتروپی قطعیت عدم اصل ۵

حالت Έی در Y و X مثل پذیر مشاهده دو گیری اندازه در که ͳیقین عدم که کند ͳم بیان ایم آموخته کنون تا که ͳل΋ش به قطعیت عدم اصل

کند. ͳم صدق زیر رابطه در کنیم،  ͳم پیدا |ψ⟩ مثل ͳکوانتوم

∆X∆Y ≥ 1

2
|⟨ψ|[X,Y ]|ψ⟩|, (١٠۵)

است: شده تعریف زیر صورت به پذیر مشاهده Έی گیری اندازه به نسبت یقین عدم آن در که

(∆X)2 = ⟨ψ|X2|ψ⟩ − ⟨ψ|X|ψ⟩2. (١٠۶)

و دارد ͳبستگ نیز |ψ⟩ حالتِ به بل΋ه ندارد ͳبستگ پذیرها مشاهده به تنها راست طرف اینکه نخست است. نقص دارای جهت دو از تعریف این اما

که دریافت (٨) ش΋ل به کردن نگاه با توان ͳم چنین هم نیست. Y و X پذیر مشاهده دو ͳذات ناسازگاری دهنده نشان عبارت این دلیل همین به

ش΋ل در نیست. شوند ͳم حاصل گیری اندازه Έی در که مقادیری از ناپذیری)  ͳبین پیش معنای (به ما یقین عدم دهنده نشان چندان تعریف، این

اشتباه اوقات اغلب کند ͳبین پیش X پذیر مشاهده برای را مقداری که بخواهیم آزمایشΎر از اگر و است پراکنده کاملا احتمال توزیع چپ،  سمت

آن خلاف درست این آید. ͳم در آب از درست او ͳبین پیش ها گیری اندازه از ͳنیم در متوسط طور به راست سمت توزیع در آنکه حال و کند ͳم

نشان ͳدرست به که نیست ͳتعریف واریانس اساس بر یقین عدم تعریف که رسد ͳم نظر به بنابراین شود. ͳم داده نشان واریانس با که است چیزی

تعریف پذیر مشاهده مقادیر توزیع انتروپی اساس بر را یقین عدم که است این تر درست باشد. پذیر مشاهده Έی گیری اندازه در یقین عدم دهنده

بندی صورت آن به که شود ͳم بندی صورت جدیدی ش΋ل به نیز هایزنبرگ یقین عدم اصل جدید، تعریف این به توجه با اخیر سالهای در کنیم.

است: چنین بندی صورت این گوییم. ͳم ١٢ انتروپی بر ͳمبتن

H(X) +H(Y ) ≥ log(
1

c
) +H(ρ), (١٠٧)

Entropic Uncertainty Principle١٢
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شود. ͳم تعریف زیر صورت به c و کنیم ͳم گیری اندازه آن روی که است ͳحالت ρ در آن که

c = max
x,y

|⟨x|y⟩|2. (١٠٨)

صورت به بالا رابطه کنیم ͳم گیری اندازه خالص های حالت روی که ͳوقت برای

H(X) +H(Y ) ≥ log(
1

c
), (١٠٩)

این دارد، ͳبستگ اولیه حالت به (١٢٧) رابطه هم اگر است. پذیر مشاهده دو نوع به وابسته تنها و ورودی حالت از مستقل کاملا که آید ͳم در

است. مرتبط آن،  ͳآمیختگ میزان به ͳیعن دارد، وجود حالت آن خود در که ͳیقین عدم به معناداری صورت به ͳبستگ

(ΔX)2 = L2
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سمت ش΋ل در اما است. کمتر بسیار است چقدر x مقدار اینکه باره در ما یقین و اند پراکنده کاملا ها داده چپ، سمت احتمال توزیع در :٨ ش΋ل

توزیع واریانس از کمتر چپ سمت توزیع واریانس وجود این با است. بیشتر x مقدار باره در ما یقین و دارند کمتری ͳخیل ͳپراکندگ ها داده راست

است! راست سمت

قطری غیر عناصر واق΄ در ها نگاشت این کنیم. ͳم ͳمعرف را زیر مثبت کاملا نگاشت دو نخست ،Έآنتروپی یقین عدم اصل اثبات برای

همانا ماند ͳم ͳباق ها ماتریس این قطر روی که آنچه دهند. ͳم قرار صفر با برابر را آنها و کنند ͳم پاک Y و X های پایه در را ͳالΎچ ماتریس

هاست: پایه این از کدام هر در گیری اندازه احتمالات

MX : ρ −→
∑
x

|x⟩ρxx⟨x| =: ρx
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MY : ρ −→
∑
y

|y⟩ρyy⟨y| =: ρy. (١١٠)

ͳیعن نیست، فوق ͳالΎچ های ماتریس ِ نویمان فون آنتروپی جز چیزی گیری اندازه هر به مربوط شانونِ انتروپی که است ΀واض بنابراین

H(X) = S(ρX) H(Y ) = S(ρY ). (١١١)

که: شود ͳم معلوم ͳآسان به است قطری ρx ماتریس که این به توجه با ͳطرف از

−Tr(ρ log ρX) = −Tr(ρX log ρX) = H(X). (١١٢)

نویسیم: ͳم و کنیم ͳم استفاده نسبی آنتروپی تعریف و تساوی این از حال

S(ρ||ρX) = Tr(ρ log ρ− ρ log ρX) = −S(ρ)− Tr(ρX log ρX) = −S(ρ) +H(X). (١١٣)

است. برقرار زیر رابطه که کردیم ثابت اینجا تا بنابراین

H(X) = S(ρ||ρX) + S(ρ) (١١۴)

کند. ͳم پیدا کاهش حتما حالت دو بین نسبی آنتروپی نگاشت این تحت که کنیم ͳم توجه و گیریم ͳم نظر در را MY : ρ −→ ρY نگاشت حال

بنابراین:

S(ρ||ρX) ≥ S(ρY ||MY (ρX)). (١١۵)

کنیم: حساب صریح طور به را MY (ρX) توانیم ͳم

MY (ρX) =
∑
y

|y⟩⟨y|
[∑

x

|x⟩ρxx⟨x
]
|y⟩⟨y|

=
∑
y

|y⟩
[∑

x

|⟨y|x⟩|2ρxx
]
⟨y|. (١١۶)

فوق ماتریس بودن قطری به توجه با و

logMY (ρX) =
∑
y

|y⟩
[
log(

∑
x

|⟨y|x⟩|2ρxx)
]
⟨y|. (١١٧)

داشت: خواهیم بنابراین است،  قطری Y پایه در ماتریس این

TrρY logMY (ρX) =
∑
y

ρyy log
(∑

x

⟨y|x⟩ρxx⟨x|y⟩
)

(١١٨)
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که: دانیم ͳم لΎاریتم تابع بودن صعودی به توجه با اما

log(
∑
x

|⟨y|x⟩|2ρxx) ≤ log(Max
x,y

|⟨y|x⟩|2)
∑
x

ρxx = log(c) (١١٩)

آن در که

c =Max
x,y

|⟨y|x⟩|2. (١٢٠)

که یافتیم بنابراین

TrρY logMY (ρX) ≤
∑
y

ρyy log(c) = log(c) (١٢١)

یا و

−TrρY logMY (ρX) ≥ log(
1

c
). (١٢٢)

که: بینیم ͳم کنیم استفاده بالا رابطه از و کنیم توجه S(ρY ||MY (ρX)) تعریف به اگر

S(ρY ||MY (ρX) ≡ Tr(ρY log ρY − ρY logMY ρX) ≥ −H(Y ) + log(
1

c
). (١٢٣)

(١٣۴) و (١٣۵) رابطه و رابطه این ترکیب با بنابراین

آوریم ͳم بدست

H(X) ≥ −H(Y ) + S(ρ) + log(
1

c
) (١٢۴)

یا و

H(X) +H(Y ) ≥ S(ρ) + log(
1

c
). (١٢۵)

ش΋ل به و شود ͳم مستقل اولیه حالت از کاملا بالا رابه شود، ͳم انجام خالص حالت Έی روی گیری اندازه که ͳخاص حالت در

H(X) +H(Y ) ≥ log(
1

c
) (١٢۶)
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زیر خاصیت دارای که هایی پایه ͳیعن شود، ͳم انجام ١٣ متوازن کاملا های پایه با عملΎر دو گیری اندازه که دیΎری خاص حالت در آید. ͳم در

هستند:

|⟨x|y⟩|2 =
1

d
∀ x, y, (١٢٧)

آید: ͳم در زیر ش΋ل به بالا رابطه

H(X) +H(Y ) ≥ S(ρ) + log d. (١٢٨)

ها مسئله ۶

فرستد: ͳم باب برای زیر در شده داده احتمالات با را ها حالت از ͳآنزامبل آلیس n

E = {|0⟩⟨0|(1
2
), , |+⟩⟨+|(1

2
)}. (١٢٩)

انجام ͳدریافت های حالت روی P = |n,−⟩⟨n,−| و P+ = |n,+⟩⟨n + | تصویرگرهای با حالته دو و متعامد گیری اندازه Έی باب

ͳم بیشینه اطلاعات این جهت کدام ازای به آورید. بدست n جهت از ͳتابع عنوان به را باب برای حصول قابل اطلاعات میزان دهد. ͳم

کنید.؟  مقایسه و هوله کمیت با را اطلاعات این شود.

کنند. ͳم مشخص را باب گیری اندازه {Ey} بΎیرید. نظر در ساختیم ۇ هوله کمیت به مربوط بخش که در را زیر حالت n

ρ′ABC =
∑
x,y

px|x⟩⟨x| ⊗
√
Eyρx

√
Ey ⊗ |y⟩⟨y|. (١٣٠)

است. باب و آلیس متقابل اطلاعات همان S(ρ′ABC ||ρA ⊗ ρ′BC) نسبی آنتروپی که دهید نشان
Mutually Unbiased Bases (MUB)١٣
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بΎیرید: نظر در را نویمان ‐ فون های آنتروپی از زیر محدب ترکیب n

Sp = S[pσ + (1− p)ρ]− pS[σ]− (1− p)S[ρ]. (١٣١)

کنید. مشخص S(σ||ρ) و S(ρ||σ) نسبی های آنتروپی با را آنها نسبت و کنید محاسبه p = 1 و p = 0 در را عبارت این مشتق

بود: خواهند برقرار زیر های تساوی از Έی هر ͳشرایط چه تحت n

I(A : B) = 0

I(A : B) = 2 Inf(S(A), S(B)). (١٣٢)

S(A), S(B), S(A,B) های آنتروپی n

ورنر حالت برای را

ρW =
p

4
I ⊗ I + (1− p)|ψ−⟩⟨ψ−| (١٣٣)

برقرارند: زیر های تساوی از کدام هر p پارامتر از مقدار کدام ازای به که کنید تعیین و کنید حساب

S(A,B) = S(A) + S(B),

S(A,B) = |S(A)− S(B)|. (١٣۴)

دهد: انجام را زیر کار که ندارد وجود ͳکوانتوم کانال هیچ که دهیم نشان خواهیم ͳم تکثیر: عدم قضیه برای ͳکل اثبات Έی n

E(ρ) = ρ⊗ ρ. (١٣۵)

که دهید نشان

D(ρ, σ) ≤ D(ρ⊗ ρ, σ ⊗ σ). (١٣۶)

داشته وجود تواند ͳنم E کانال که دهید نشان کند زیاد را ها حالت بین فاصله تواند ͳنم ͳکوانتوم کانال هیچ که این و رابطه این به توجه با

باشد.
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شود: ͳم تعریف زیر صورت به حالت Έی برای فانو آنتروپی n

F (ρ) = − log[Tr(ρ2)]. (١٣٧)

کنید. مقایسه نویمان فون آنتروپی برای مشابه مقادیر با و کنید حساب دلخواه حالت Έی برای را فانو آنتروپی نیمم ͳم و ماکزیمم مقدار الف‐

ها حالت همه برای که دهید نشان ب‐

S(ρ) ≥ F (ρ). (١٣٨)

کنید. پیدا را S(σ||ρ) نسبی آنتروپی نیمم ͳم مقدار و کنید استفاده لاگرانژ نامعین ضرایب روش از n
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